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tromagnétisme : TD n°7� L7 �Rayonnement d'une parti
ule 
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imbène22 mai 20121 Préliminaires : puissan
e et impulsion rayonnées par une 
hargeen mouvement
v

a

R
O M

ds

Une parti
ule 
hargée, de vitesse v et d'a

élération a, passe par le 
entre O d'une sphère derayon R à l'instant t0. Un point M de la sphère est repéré par le ve
teur unitaire n = OM/R.On 
onsidère l'ensemble du rayonnement émis par la parti
ule entre les instants t0 et t0 + dt0.(a) Déterminer l'intervalle de temps pendant lequel 
e rayonnement traversera l'élément desurfa
e dsn autour de M.(b) En déduire que la partie de l'énergie rayonnée entre t0 et t0 + dt0 qui traversera ds s'é
rit :
dE = Π(M, t0 +R/c) · nds (1− β · n) dt0.(
) Con
lure que la puissan
e rayonnée par unité d'angle solide s'é
rit :

dP
dΩ

=
dE

dt0 dΩ
=

q2

16π2ε0c

‖n× ((n− β)× β̇)‖2
(1− β · n)5

(1)(d) De la même manière, montrer que l'impulsion rayonnée par unité de temps et par unitéd'angle solide s'é
rit :
dP

dt0 dΩ
=

(

dP
dΩ

)

n

c
. (2)(e) (
al
uls longs, à faire 
hez soi) On va intégrer l'expression (1) a�n de déterminer la puissan
erayonnée par la parti
ule. Pour 
ela, montrer tout d'abord que l'on a :

P =
q2

16π2ε0c

[

β̇2 I + 2(β̇ · β)β̇i Ji − (1− β2)β̇iβ̇j Kij

] (3)1
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I =

∫

dΩ

(1− n · β)3 =
4π

(1− β2)2
(4)

Ji =

∫

ni dΩ

(1− n · β)4 =
1

3

∂I

∂βi
=

16πβi
3(1 − β2)3

(5)
Kij =

∫

ninj dΩ

(1− n · β)5 =
1

12

∂2I

∂βi∂βj
=

4π

3(1− β2)3

(

δij +
6βiβj
1− β2

) (6)Déduire �nalement l'expression de la puissan
e rayonnée par la parti
ule :
P =

q2

6πε0c3

(

a2 − (a× β)2

(1− β2)3

) (7)On peut montrer, en utilisant une méthode analogue, que l'impulsion 
édée au 
hamp par la
harge s'é
rit quant à elle :
dP

dt0
=

(P
c

)

β. (8)(f) Considérons le mouvement d'une parti
ule de 
harge q, soumise à l'a
tion d'un 
hamp ma-gnétique. Le 
hamp a

élère la 
harge, 
elle-
i rayonne et perd de l'énergie. Or, d'après 
e quevous savez de l'éle
trodynamique, la variation d'énergie de la parti
ule s'é
rit :
dE
dt

= qE · vElle est don
 nulle dans la situation 
onsidérée. Où est le problème ?(g) On 
onsidère une parti
ule de 
harge q animée d'une faible vitesse (v ≪ c). Montrer alorsque la puissan
e rayonnée par unité d'angle solide s'é
rit :
dP
dΩ

=
q2

16π2ε0c3
a2 sin2 θoù θ est l'angle entre l'a

élération a et la dire
tion n 
onsidérée. Commenter 
ette relation.(h)Montrer que l'expression de la puissan
e rayonnée par une parti
ule non relativiste est donnéepar l'expression suivante (formule de Larmor) :

PLarmor = q2

6πε0m2c3

∥

∥

∥

∥

dp

dt

∥

∥

∥

∥

2 (9)2 Rayonnement des éle
trons du LEPLe LEP est un a

élérateur 
ir
ulaire de 27 km de 
ir
onféren
e dans lequel des éle
trons(m = 0.511 MeV) sont portés à une énergie ultra-relativiste de 50 GeV.Dans 
et a

élérateur, les éle
trons émettent un rayonnement éle
tromagnétique au 
ours dedeux phases bien pré
ises de leur traje
toire qui sont :� la phase d'a

élération. En e�et, à 
haque tour, les éle
trons sont a

élérés par un 
hampéle
trique.� leur mouvement le long du tunnel du LEP, dans lequel un 
hamp magnétique les dévie enpermanen
e.TD no7 2 S. Leurent, M. Lilley, S. Nas
imbène
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harge a

élérée linéairementOn 
onsidère dans un premier temps une parti
ule de 
harge q en mouvement d'a

élérationlinéaire. Les notations sont pré
isées sur la �gure 1.
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Figure 1: Mouvement linéaire
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Figure 2: Mouvement 
ir
ulaire(a) Montrer que la puissan
e perdue par unité d'angle solide s'é
rit :
dP
dΩ

=
q2

16π2ε0c3
a2 sin2 θ

(1− β cos θ)5(b) Etudier le diagramme de rayonnement en montrant en parti
ulier que l'énergie est essentiel-lement rayonnée dans une dire
tion dé�nie par θmax ≃ 1/2γ pour des vitesses pro
hes de 
ellede la lumière.(
) En utilisant (7), déterminer la puissan
e perdue par la parti
ule. On mettra le résultat sousla forme :
Plin =

q2

6πε0m2c3

(

dp

dt

)2 (10)Commenter 
e résultat et 
omparer ave
 la formule de Larmor.2.2 Rayonnement d'une 
harge en mouvement 
ir
ulaireOn envisage désormais la situation s
hématisée sur la �gure (2). La parti
ule de 
harge qest maintenant en mouvement 
ir
ulaire uniforme. Le rayonnement 
ara
téristique ainsi émiss'appelle le rayonnement syn
hrotron.(a) Montrer que la puissan
e perdue par unité d'angle solide s'é
rit :
dP
dΩ

=
q2

16π2ε0c3
a2

(1− β cos θ)3

(

1− sin2 θ cos2 φ

γ2(1− β cos θ)2

)(b) En déduire que l'énergie est prin
ipalement rayonnée dans la dire
tion de la vitesse ave
 unedispersion angulaire δθ ≃ 1/γ.TD no7 3 S. Leurent, M. Lilley, S. Nas
imbène
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e de physique L7 Année 2011-2012(
) Montrer alors que la puissan
e perdue par la parti
ule s'é
rit (on utilisera toujours (7)) :
P
ir
 = q2

6πε0m2c3
γ2

∥

∥

∥

∥

dp

dt

∥

∥

∥

∥

2 (11)Comparer ave
 les résultats (9) et (10) établis pré
édemment.2.3 Ordres de grandeur pour les éle
trons du LEPEtablissons désormais quelques ordres de grandeur relatifs au mouvement des éle
trons duLEP.phase d'a

élérationChaque tour, les éle
trons pénètrent dans une zone de longueur L = 100 m où ils sont soumisà un 
hamp éle
trique uniforme E = 5 MV/m.(a) En négligeant dans un premier temps le rayonnement, déterminer le gain en énergie deséle
trons ∆E après passage dans la 
avité a

élératri
e.(b) Montrer alors que l'énergie rayonnée s'é
rit :
Eray =

2

3

(

qEr
l
mc2

)

∆Eoù r
l est le rayon 
lassique de l'éle
tron dé�ni par :
q2

4πε0r
l = mc2Interpréter 
ette relation.(
) Con
lure alors que le rayonnement est totalement négligeable dans 
e 
as.rayonnement syn
hrotron(a) Déterminer l'ordre de grandeur du 
hamp magnétique né
éssaire pour 
ourber la traje
toiredes éle
trons.(b) En déduire l'énergie perdue par un éle
tron à 
haque tour. Con
lusion ?FormulaireOn rappelle que le 
hamp éle
tromagnétique rayonné à grande distan
e en un événement (r, t)par une parti
ule de 
harge q dont la traje
toire est �xée s'é
rit :
E(r, t) =

q

4πε0c





n×
(

(n− β)× β̇
)

(1− β · n)3R



ret (12)
B(r, t) =

n×E(r, t)

c
(13)où toutes les quantités relatives à la parti
ule sont 
onsidérées à l'instant retardé t0(r, t).
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π
∫

0

sin3 θ dθ =
4

3
(14)

π
∫

0

sin3 θ

(1− a cos θ)5
dθ =

4

3

1

(1− a2)3
(15)

+∞
∫

a

dx
√

x7(x− a)
=

16

15a3
(16)

+∞
∫

0

dx

(x2 + a2)2
=

+∞
∫

a

dx

x3
√
x2 − a2

=
π

4a3
(17)
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