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Nachdem W. Gerlach und Lehrer?) in ersten Versuchen
das mittlere Schwankungsquadrat einer Drehwaage mit einer
Genauigkeit von etwa 7 Proz. gemessen hatten — eine Methode,
die zuerst von Smoluchowski3) gerechnet wurde — und
nachdem die Versuche von Gerlach allein weitergefithrt und
verbessert wurden, war der Zweck der vorliegenden Arbeit
zu untersuchen, inwieweit diese Methode zu einer Messung der
Boltzmannschen Konstanten %k bzw. der Loschmidtschen
Zahl Ni geeignet ist. Die Methode besteht in der Registrierung
der Brownschen Bewegung eines an evnem diinnen Quarzfaden
von einigen Zentimetern Linge und einigen Zehntel u Dicke
hingenden kleinen Spiegels von etwa 1—2mm?2 Grife. Der

Zusammenhang des mittleren Schwankungsquadrats ¢2? mit

1) Dissertation der Universitit Miinchen.

2) W. Gerlach u. E. Lehrer, Naturwiss. 13. 8. 15. 1927; vgl. auch
W. Eggers, Ann. d. Phys. [5] 7. S. 833. 1930.

3) M. v. Smoluchowski, Vortrige itber kinetische Theorie der
Materie. Gdattingen 1914,
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der absoluten Temperatur 7T und der Direktionskraft I) der
Aufhéngung ist gegeben durch:
1) De=FkT.
Die Bestimmung von I erfordert also eine Messung von D,
¢2 und T. Die Messung von 7 ist naturgemiB kein Problem.
Zur Bestimmung der Direktionskraft nach der Schwingungs-

gleichung

m I

1 2 = 4 7'[2 —E
kann man grundsétzlich zwei Wege emschlagen: Man umgeht
die Messung von I durch Variation von DD mit Hilfe bekannter
Zusatzdirektionskrifte oder man miBt I durch Variation von I
mit bekannten Zusatzmassen (Gausssche Methode). Bei der
kleinen Direktionskraft (GroBenordnung 10-8 bis 10-2 abs. Einh.)
erwies sich die zweite Methode als leichter und sicherer durch-
fiuhrbar als die erstgenannte, deren systematische Durch-
arbeitung im Anhang gegeben wird.

I. Messung der Direktionskraft D durch Variation
von I nach der Gauss schen Methode
Die Schwingungsdauer des Systems wird bei Belastung mit
Korpern von verschiedenem Trigheitsmoment, das aus Gewicht,
GroBe und Form der betreffenden Korper berechenbar ist,
gemessen.
Ist I, das Triigheitsmoment des Systems ohne Belastung,

I, ’ ., mten Korpers.
I, .. v .. nten Korpers,
so folgt fir die Sehwingungsdawern 7,, T, ... bel unge-

dampfter Schwingung

I, + 1,
’ Tm2 =472 —Q_"D—'

b

9

@ ‘ 2 g2 T+ L
Daraus folgt:

3) D=dat 22l

Man erkennt, daB in (3) sowohl I, als auch dag dazu-
gehorige T, mit einem groBeren Fehler behaftet sein darf, wenn
I, und I, geniigend weit auseinanderliegen. Dies ist ein grund-
sitzlicher Vorzug dieser Methode (vgl. Anhang, §.255).
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Damit der Fehler, der dadurch entsteht, daB die Dreh-
achse des BSystems nicht genau mit der Symmetrieachse, fiir
die das Tragheitsmoment berechnet ist, zusammenfillt, mog-
lichst wenig ins Gewicht fillt, beniitzten wir Stéibchen mit
kreigzylindrischem Querschnitt, die aus dinnem Kupferdraht
von %5/, mm bis 3/, mm Durchmesser hergestellt wurden.
Sie wurden senkrecht zu ihrer Lingsachse in der Mitte auf-
gehéingt. Das Gewicht der verschiedenen Stabchen war ungefahr
gleich, um eine eventuelle Abhéngigkeit der Direktionskraft
des Fadens von der Belastung zu eliminieren. Indessen konnte
eine derartige Abhéngigkeit nicht bemerkt werden.

Die Schwingungsdauer wurde, um die Dédmpfung moglichst
klein zu machen — bel Atmosphérendruck befinden sich die
Systeme im aperiodischen Schwingungszustand —, im Hoch-
vakuumn gemessen (Diffusionspumpe, Kolle in flissiger Luft,
Druck: GroBenordnung 10-° mm Hg, mit McLeod gemessen).

Bei der Messung der Schwingungsdauer ergaben sich zu-
néchst einige Schwierigkeiten. Es zeigte sich eine Abhidngigkeit
der Schwingungsdauer von der Amplitude derart, dafl ihre
GroBe beir kleinen Amplituden um einen Mittelwert streute
(bis zu 20 Proz.), mit wachsender Amplitude allméhlich groBer
wurde und bei etwa 180° plotzlich sehr stark anwuchs zu einem
Werte, der unter Umstdnden 100 Proz. groBer war; bei weiterer
Steigerung der Amplitude blieb dieser Wert konstant bei wesent-
lich geringeren Streuungen. Es lag nahe, zu vermuten, daf die
bei grofen Amplituden gemessene Schwingungsdauer die
richtige war, aber es multe bewiesen werden. Der bei kleinen
Amplituden gemessene kleinere Wert erklirt sich, wenn auller
der Torsionskraft noch andere Krifte im Spiele sind, die die
Schwingungsdauer beeinflussen. Finmal sind es unregelméfig
erfolgende Impulse durch Erschitterungen, bei ganz kleinen
Amplituden schon durch Brownsche Bewegung. Andererseits
sind auBer der Direktionskraft des Fadens noch andere
Direktiongkréfte vorhanden. Diese sind verschiedener Art-
1. Das System ist etwas magnetisch — es kann z. B. mit einem
kriftigen Stabmagneten gerichtet werden. 2. Das Licht der
Skalenbeleuchtung erzeugte eine starke Richtkraft. Durch
systematische Schwichung der Beleuchtung (Ausblenden und
Schwichung der Lichtstirke) konnte erreicht werden, daf
der bei kleinen Amplituden gemessene Wert allméhlich sich
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dem bei grofien Amplituden gemessenen Wert nidherte und
ihm fast ganz gleich kam. Allen diesen Richtkréften ist gemein-
sam, daB sie ein dem Sinus der Amplitude proportionales
Drehmoment erzeugen; und darum wird es versténdlich, daB
bei groBeren Amplituden (iber 180°) nurmehr die Schwingungs-
dauer gemessen wird, die durch die Direktionskraft des Fadens
allein gegeben ist. Es wurde daher immer mit sehr grofen
Amplituden gearbeitet, auch schon aus der Uberlegung heraus,
daB die Schwingung durch unregelmiBige Impulse um so weniger
gestort wird, je groBer die Energie der Schwingung ist.

Es war aber fraglich, ob dann noch das Torsionsmoment
des Quarzfadens der Amplitude proportional ist. Nach An-
gaben der Literatur ist diese Proportionalitit bei sehr dinnen
Faden bis zu einigen 1000° befriedigend. Und in der Tat wurde
bel unseren Messungen — wir gingen bis zu Amplituden von
etwa 100000 — keine systematische Anderung der Schwingungs-
dauer bemerkt.

Tabelle 1

Stibehen Masse Linge | Radius 1 . T
g » 103 cm cm g cm? Min. | Sek.
1 4,727 0,5455 0,017 1,169- 10— 13 42
2 4,656 1,074 0,011 4,475-10—4 26 36
3 4,348 1,944 0,0077 | 13,656 -10¢ 46 56
4 4,856 2,443 0,0074 | 24,15 -10—1 61 37
5 4,710 3,450 0,0059 | 46,73 -10~¢ | 86 01
Tabelle 2
Direktionskraft des Quarzfadens
Stibchen 1 | 2 |’ 3 4
2 6,976 1079
3 6,793-10—° 6,729- 109
4 6,984-10° 6,986- 109 7,226- 109
5 6,928 1079 6,925-10-9 6,981- 109 6,873- 102

Tab.1 und 2 enthalten die Ergebnisse der Messung der
Direktionskraft eines Fadens, an den fiinf verschiedene Stiabchen
gehingt wurden. Tab. 1 enthilt die Versuchsdaten, Tab. 2 die
durch Kombination nach Gl. (8) sich ergebenden Werte fiir D.
Es fillt aunf, daf die mit Stédbchen 8 kombinierten Werte von
den anderen Werten stark abweichen. Die genaue Ausmessung
dieses Stiabchens ergab eine systematische Anderung der Dicke
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lings seiner Lénge, und zwar war es in der Mitte um einige
Prozent diinner als an den Enden. Dies ist in der Tat die Haupt-
fehlerquelle, die aber durch vorherige genaue Priifung der
Stabehen ausgeschaltet werden kann.

Die Kombination (4, 5) gibt deshalb einen unsicheren Wert,
weil die beiden Tragheitsmomente zu nahe beieinanderliegen.

Die Tragheitsmomente 83—5 sind iibrigens schon so groB,
daB bei ihnen D direkt aus Gl. (2) gewonnen werden kann,
unter Vernachldssigung von I,, das von der GroBenordnung
10-% abs. Einh. war.

Der Fehler, der durch exzentrische Ankittung entsteht, ist
gering. Die lingeren Stédbchen (iiber 1 cem lang) lassen sich
unschwer so ankitten, daB die Korrektion, die sich aus dem
Steinerschen Satze ergibt, unter 1 Promille bleibt.

II. Messung des mittleren Schwankungsquadrats ¢°

Mit der Anordnung nach Fig. 1 wird ein Spalt iiber den
Spiegel des Systems auf die photographische Platte bzw. den
Film abgebildet.

p
O | System
I

Lichtyuelle

Kamera
Schema der MeBanordnung
Fig. 1

Mit dieser Anordnung wurden nun zwei Methoden aus-
probiert: 1. eine photometrische Methode, 2. direkte Re-
gistrierung der Bchwankungen des Systems.

A. Photometrische Methode

Das Bild des Spaltes Sp zeichnet auf einer feststehenden
photographischen Platte durch die Schwankungen des Spiegels
ein Band kontinuierlicher Schwérzung?) (Fig. 2). Photometriert
man dieses Band in der Léngsrichtung durch, so erhédlt man

1) Nach einem Vorschlag von 8. Goudsmit. Die gleiche Methode
ist vorgeschlagen zur Messung von Ausschligen von Galvanometersystemen,
welche Brownsche Bewegung zeigen, von R. Gans, Abh. Kénigsb. Gel.
Ges. 1931, sowie von S. Smith, Phys. Rev. 37. 8.229. 1931.
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direkt die Verteilungsfunktion; das Schwirzungsgesetz der
Platte muB durch Drucken von Belichtungsmarken bestimmt
werden. Jedoch mufl geprift werden, ob die so gewonnene
Verteilungskurve identiseh ist mit der die Zeitgesamtheit des
Systems  darstellenden  Vertei-
Tungsfunktion, da erstere die mitt-
lere Geschwindigkeit enthdlt, mit
der im Mittel die einzelnen Be-
reiche d¢ durchlaufen werden.
Diese mittlere Geschwindigkeit
st aber vom Winkel ¢ abhingig.
Fig. 2 enthilt vier Aufnahmen
iber die Zeitdauer von je 13 Std.
mit. Belichtungsmarken.
Abgesehen davon, daf durch
die Frage, ob die Schwirzung der
Platte tatséichlich ein MaB fiw
die Wahrscheinlichkeit der ein-
zelnen Lagen ¢ ist (intermittie-
rende Belichtung usw.), vielleicht
Schwierigkeiten und prinzipielle
Unsicherheiten entstehen, hat
diese Methode einen grofen Nach-
teil:  Hventuelle, wihrend der
Photometrische Messung der ~ Aufnahme eintretende  Verlage-
Schwankung bei stillstehender rungen des Nullpunktes des Sy-
Platte (Methode A) stems, die nach unseren Frfal-
Fig. 2 rungen eine Hauptfehlerquelle
darstellen, kinnen entweder gar nicht festgestellt oder hochstens
verinutet werden.
Aus diesem Grunde wurde in unseren Messungen nur
Methode B angewandt.

1B. Registrierung der Brownschen Bewegung

In Fig. 1 tritt zwischen Syvstemn und Kamera noch eine
Zvlinderlinge, die das Spaltbild auf einen Punkt zusammen-
zieht. Senkrecht zur Bewegungsrichtung dieses Lichtpunktes
wird ein Film bzw. Bromsilberpapier vorbeigezogen. Auf diese
Weize erhilt man die Schwankungskurven der Figg. 4—46.
Die Aufnahmen wurden mit einem Edelmannschen Registrier-
apparat hergestellt, bel welechem it Hilfe der Zylinderlinze,
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auf der im Abstand von 2 bzw. 1 mm Striche eingeritzt sind,
direkt die Bereiche dx (dx =2 A dg; 4 = Abstand Spiegel —
Kamera) auf den Film mit abgedruckt werden.?)
Die so erhaltene Schwankungskurve wird nun folgender-
da

maBen ausgewertet. Es wird die in jedem Bereich z — 5. . .,

dux

dx .. " . . . dN
T+ 5 liegende Zahl von Durchgingen, die wir mit (-7 )m
bezeichnen, abgezéhlt, und zwar so, dafl nach jedem Umkehr-

punkt ein neuer Durchgang gezihlt wird. Die Zahlen (%) ,
die ein MaB fiir die Aufent- )
haltswahrscheinlichkeit an den /a%/

Stellen r geben, liefern, als :
Funktion von x dargestellt,
eine Gausssche Vertellung:

(x— u)?

ANy gZN') P
rlm)I_ dw ) ¢ -

{(vgl. Fig. 8).

« 1st die Abszisse der Sym-

a -
Theoretische Verteilungskurve

metrielage der Kurve, x? das
mittlere Schwankungsquadrat
(72 = 4 42 &2) Fig. 3

Um eine von der Beob-
achtungsdauer unabhingige Form der Verteilungskurve zun er-
halten, dividieren wir die Zahlen mit

r=+400

- dN
A = 2 ((/CC ).r
mwnd erhalten: z=—00
((ZAT) (ﬂ) _ (r—a) : _ (- )
& y= —‘fg—‘:’;’f = ‘gj CLe 2@t o o _.p 2

2t
Das mittlere Sehwankungsquadrat berechnet sich aus
dieser Funktion als:

x =400
= 2 2
(5) 2= 2 gl —a?

1) In Figg. 4—6 an den feinen Unterbrechungen der Kurven zu
erkennen.



240 L. Kappler

Die Unbekannte a bestimmt sich zu:

T ==+ 00

(6) a = Zy-x .

III. Fehlerquellen bei der Messung von ¢*

Die bei der Messung des mittleren Schwankungsquadrats
auftretenden Fehlerquellen lassen sich in zwei Gruppen zu-
sammenfassen:

A. VergroBerung von ¢2 durch unregelmiBig erfolgende
dullere Impulse (mechanische Erschitterungen).

B. Auftreten neuer Direktionskrifte.

A. Mechanische Erschiitterungen

Storungen dieser Art werden sich den Brownschen
Schwankungen einfach iberlagern, sie sind in einer Gauss-
schen Verteillung darstellbar und verbreitern deshalb die Ver-
tetlungskurve.

Uber den EinfluB mechanischer Erschiitterungen geben
die Aufnabmen von RSchwankungskurven bei verschiedenen
Drucken AufschluB.

Im ganzen liegen zwei Gruppen von Aufnahmen vor; die
eine Gruppe ist mit einem Faden wvon der Direktionskraft
2,66-10-? abs. Einh. gemacht (hierbei war die Direktionskraft
nur auf etwa 4 Proz. genan bekannt); das Trigheitsmoment
des Systems betrug 6,1-10-% abs. Binh. (vgl. Fig. 4).

Die zweite Gruppe ist mit einem Faden von der Direktions-
kraft 9,428-10-% abs. Einh. und mit einem System vom Trig-
heitsmoment von rund 1-10-7 abs. Einh. ausgefithrt. Mit
diesem System liegen Aufnahmen vor bei Atmosphirendruck,
bei 50 mm, 19mm, 2-10-2mm, 1-16-3mm und bei 1-10-* mm Hg
(vgl. Figg. 5 und 6).

Die Aufnahme bei 1-10~*mm Hg ging von 23 Uhr bis
8 Uhr. Die ersten 2 Stunden und die letzten 2 Stunden zeigt
sie einen ganz starken FErschiitterungseffekt (vgl. Fig. 6b).
Auch beim Mittelstiick (vgl. Fig. 6a) bestimmt sich ¢? um
16 Proz. zu groB. Bei den Aufnahmen bei 1-10-3 mm Hg fehlen
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die grofen Sehwan-
kungen bereits gans
(vergleiche Fig. 5b),
doch ist ¢? immer
noch um 9 Proz. zu
groB. Dasselbe gilt
fir die Aufnahme
bei 2-10~-2 mm Hg.
Stitckweise  liefern
diese Aufnahmen
schon mit denen bei
hohen Drucken ge-
machten identische

Werte fur ;;02

Die bei 19 mm,
50 mm Hg und At-
mosphérendruck ge-
machten Aufnahmen
liefern identische
Werte fir (;_2 (Ta-
belle 4).

Es darf somit
geschlossen werden,
daB mechanische Er-
schiitterungen  erst
unterhalb 1 mm
Druck sich bemerk-
bar machen und
dann um so mehr,
je geringer die
Démpfung des Sy-
stems wird.  Ober-
halb 1 mm, wo das
System sich bereits
im aperiodischen

Schwingungszustand
befindet, ist deren
EinfluB  unbedeu-
tend.

Annalen der Physik. 5. Folge. 11,

241

,b em.

0—¢ abs. Einh. Skalenabstand: 86

Methode B) (natiirliche GréBe).

1-1
) Atmosphiirendruck, Temperatur 15° C

Fig. 4a

A
?

moment ©

rieraufnahme der Brownschen Bewegung (
a

2,66-107° abs. Einh, Trigheits

Zeitmarke: 30 see d x = 2 mm.

Regist

Direktionskraft
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a) Mittelstiick

nt 1-1077 abs. Einh. Abstand Spiegel-Kamera: 72,1 em.

1-107*mm Hg. Temperatur 13° C.

Registrieraufnahme der Brownschen Bewegung (natiirliche GriBe).

428.167? abs. Einh. Trigheitsmome

Zeitmarke: 30 see dx = 1 mm.

Direktionskraft 9,

©

Fig.

B. Auftreten
neuer Direktionskrifte

Das Auftreten neuer Direk-
tionskrifte bewirkt zwelerlei:

1. wird nach Gl (1) ¢2
kleiner,

2. aber wird 1im allge-
meinen Falle das Hinzukommen
einer neuen Direktionskraft eine
Verlagerung des Nullpunktes
nach sich ziehen; nur fir den
speziellen Fall, daB Nullpunkt
des Systems, wenn die Zusatz-
direktionskraft allein vorhanden
wire, mit dem Nullpunkt des
Svstems, der durch den Faden
allein gegeben ist, iiberein-
stimmen, ist dies nicht der Fall.

Der zweite Effekt ist sto-
render und macht sich schon bei
sehr kleinen Zusatzdirektions-
kriften bemerkbar. FEine Zu-
satzdirektionskraft von /g5 I
kann bereits eine Nullpunkts-
verlagerung hervorrufen, die
einige Prozent der Gesamtbreite
der Verteilungskurve ausmacht.

Nullpunktsverlagerungen ha-
ben Verbreiterungen der Ver-
teilungskurve zur Folge; auBer-
dem wird letztere im allgemeinen
Falle, wenn die Verlagerungen
zeitlich nicht kontinuierlich er-
folgten, unsymmetriseh.

Fin strenges Kriterium da-
fiir, ob die verschiedenen Werte
von a, die sich nach Formel (6)
flir zwel verschiedene Schwan-
kungskurven  gleicher Beob-
achtungsdauer ergeben, bereity
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auf eine Null-
punktsverlage-
rung hinweisen,
oder ob sie wegen
der beschrinkten
Beobachtungszeit
sich noch so stark

unterscheiden
diirfen, steht mir
bis jetzt noch
nicht zur Verfi-
gung.

Die zusitz-
lichen Direktions-
krifte sind zwei-
facher Natur. Es
handeltsich einer-
seits um Radio-
meterwirkungen,
andererseits um
eine magnetische
Direktionskraft.

a) Radiomeler-
wirkungen
entstehen vor al-
lem durch zufdlli-
ge Temperatur-
differenzen  am
Versuchsapparat.
Nach Einpacken
der Apparatur in
Watte — das Sy-
stem ist in der
etwa 2—3 mm
weiten Bohrung
eines  zylinder-
férmigen Kupfer-
blocks von 2 bis
8 cm Durch-
messer aufge-

72,1 em.

h) Starke Frschiitterung

(natiirliche Grofe).
0—7 abs. Einh. Abstand Spiegel-Kamera:

0—¢ mm Hg. Temperatur 13°C.

Triigheitsmoment 1-1
1-1

istrieraufnahme der Brownschen Bewegung

Reg

Direktionskraft 9,428-10™¢ abs. Einh,
Zeitmarke: 30 see dax = 1 mm.

Fig. 6b
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hingt — und nach sorgfiltigem Abdichten des Zimmers (die
Zimmertemperatur schwankte wihrend der Aufnahmen maximal
um 0,5° () konnte die Beobachtungsdauer, wéhrend der keine
Verlagerungen festgestellt werden konnten, von 1 auf 14 Stunden
ausgedehnt werden. Schlieflich spricht die Beobachtung, dalB
bei Drucken unterhalb 1 mm Hg Verlagerungen héufiger und
in stirkerem MaBe auftreten, fiir radiometrische Storungen.

Zweitens kann die Strabhlung des Registrierlichtzeigers
am Spiegel einen Radiometereffekt bedingen. Hieriiber liegen
noch keine systematischen Untersuchungen vor. Als Lampe
wurde eine Glithfadenlampe (6 Volt, 3 Watt) verwandt. Ultrarot
und langwelliges Rot wurden zur Vorsicht mit einem Filter von
wilriger Kupfersulfatlosung und 10 em Schichtdicke weit-
gehend absorbiert. Aus der Tatsache, daB nach Einschalten der
Lampe keine beobachtbare Verlagerung der Drehwaage auf-
tritt, darf geschlossen werden, daf ihr EinfluB gering ist, sicher-
lich so gering, daf} er innerhalb der bis jetzt erreichten Genauig-
keit liegt.

b) Magnetische Direktionskraft

Das System besitzt ein kleines magnetisches Moment. Bei
der ersten Aufnahmengruppe (Direktionskraft 2,66-10-? abs.
KEinh.) war das magnetische Erdfeld noch nicht kompensiert.
Die Auswertung der Kurven liefert einen rund 80 Proz. kleineren

Wert fiir ¢2, als zn erwarten ist.

Bei der zweiten Gruppe (Direktionskraft 9,428-10-° abs.
Einh.) wurde das Erdfeld auf 1 Proz. kompensiert; und es
zeigte sich, daBl dies durchaus nétig war. Nach Wegnahme der
Kompensation trat eine sofortige Verlagerung des Licht-
zeigers um etwa 5om ein, bei einem Skalenabstand von
72,1 em, also rund um den Winkel 0,07. Da die Lage des
magnetischen Momentes im System nicht bekannt ist, ist aus
dieser Beobachtung eine genaue Angabe itber die Grofe der
magnetischen Direktionskraft im Erdfelde nicht mdéglich; doch
kann sie groBenordnungsméfiig auf etwa 10 Proz. von der
Direktionskraft des Fadens geschitzt werden. Beachtet man,
dafl bei der ersten Aufnahmengruppe die Direktionskraft rund
31/;mal kleiner war, so kann die dort gefundene Abweichung
von 30 Proz. leicht auf dem Vorhandensein einer magnetischen
Direktionskraft beruhen.
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IV. Absolutmessung

Die erste Gruppe von Aufnahmen, an der die Fehler-
quellen zuerst studiert wurden, zeigte, daBl es vorerst noch
keinen Smmn hat, allzu diiune Faden zu verwenden, um mdoglichst
groBe Schwankungen zu erzeugen.!) KEs wurde deshalb bei
unserer Absolutmessung ein dickerer Faden gewéhlt, dessen
Direktionskraft mit zwel verschiedenen Zusatzmassen gemessen
wurde. Tab. 3 enthidlt die Irgebnisse.

Tabelle 3
Stab- | Lange | Radius Masse I T D
chen cm cm g g cm? sec | g-cm?-gec?
1 1,074 | 0,0113 4,735-1073 | 4,552-10~¢ 1379 | 9,443-10-°
2 2,4397| 0,016 3,667-10-3 | 1,819-10-% | 2762 | 9,415- 10~

Mittelwerte fur D: 9,428-10-% abs. inh.; der mittlere
Fehler 4 0,2 Proz. liefert angesichts der Tatsache, daB nur zwei
Messungen vorliegen, wahrscheinlich eine zu giinstige Be-
urteilung des Resultats.

Ig. 7 enthilt die Werte y (Gleichung 4) aus neun Auf-
nahmen von je 7—18'/, Stunden Beobachtungszeit. Die aus-
gezogene Kurve stellt die daraus gemittelte Verteilungskurve
dar. Tab. 4 enthélt die zahlenmifiige Auswertung der einzelnen
Kurven; Tab. 5 die Mittelwerte aus allen Kurven.

Tabelle 4
Beob- .
Aufnahme Druck Temperatur | ;chtungs- g2 _A L
B abs. dauer 1022
Nr. Serie in Stdn.
2 4 | Atm. Druck 285,90 12 4,183-10—¢ 60,26
5 4 | Atm. Druck 286,59 11,5 4,147-10-% [ 60,92
6 4 | Atm. Druck 286,70 9 4,245-10~% | 59,565
7 4 | Atm. Druck 287,80 13,5 4,229-10—% | 60,00
8a 1 | Atm. Druck 287,89 10,5 4,184-10~% | 60,62
8hb 4 | Atin. Druck 287,89 7 4,156-10~% | 61,06
1 5 19 mm Hg 286,9° 13 4,047-107% | 62,56
2 5 19 mm Hg 287,00 1 11 4,236-10% | 59,74
3 5 | 50 mm Hg 287,69 I 13,5 4,197-10—% | 60,42

1) Bei den eingangs genannten Versuchen von W. Gerlach gelang
es, so diinne Fiden herzustellen, da§ die Brownsche Bewegung bei einem
Meter Skalenabstand Schwankungen von mehr als cinem Meter lieferte.
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von durchschnittlich je 11-stindiger Beobachtungsdauer

Fig. 7
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Tabelle 5
X Gesamte
Temperatur Beobachtungs- 2 N
abs. Dauer U Y
in Stdn.
287,1° 101 4,178- 10— 60,59- 1022

Der mittlere Fehler fir ¢? einer einzelnen Kurve von der
durchsehnittlichen Beobachtungsdauer von 11 Stunden er-
rechnet sich zu -+ 1,4 Proz.; derjenige des Mittelwerts zu
-+ 0,4 Proz.

Der Mittelwert von N, ist damit mit elnem mittleren
Fehler von - 0,6 Proz. behaftet. Angesichts der Tatsache,
daBl nur neun Beobachtungskurven vorliegen, ist das Lrgebnis
mit einem mittleren Fehler von 4- 0,4 Proz. fiir ¢* wahrschein-
lich zu giinstig beurteilt. Immerhin diirfte die Bestvmmung der
Loschmaidtschen Zahl mat dieser Methode auf 4 1 Proz. er-
reicht sewn.

V. Verbesserungen

Die hier mitgeteilten Untersuchungen berechtigen zu der
Hotfnung, dafi mit weiterer Vervollkommmung der Apparatur
die Fehlergrenze noch wesentlich herabgesetzt werden kann,
Die Direktionskraft des Quarzfadens soll mit exakt homogenen
Stibchen, eventuell aus Quarz, noch genauer und sicherer
gemessen werden.

Durch Verwendung eines Trigheitsthermostaten und durch
weitgehende Abschirmung des magnetischen Erdfeldes, dessen
Schwankungen jetzt noch stérend sind, wird sich die Beob-
achtungsdauer, wihrend der keine Verlagerungen stattfinden,
sicherlich noch wesentlich steigern lassen. Andererseits wird
angestrebt werden, die Apparatur so zu verbessern, daf
storungsfreie Aufnahmen auch bei niedersten Drucken durch-
fahrbar sind. Wie aus den Figg. 4—6 hervorgeht, reicht bei
niederen Drucken schon eine wesentlich kiirzere Beobachtungs-
zeit aus, als bei hohen Drucken, um eine sichere Verteilungs-
kurve zu erhalten. FEs wirden nach unserer Schatzung fort-
laufende Registrierkurven von 2—3 Tagen Dauer bereits

geniigen, um daraus ¢? mit maximalen Schwankungen von
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wenmgen Promille entnehen zu konnen, wahrend dazu bei
héheren Drucken eine Beobachtungsdauer von einigen Wochen
notig wire.

VI. Anhang

Zur Messung der Direktionskraft 1) ecines Torsionsfadens durch
7ariation von D kann man an eine elektrostatische oder an eine magnetische
Methode denken. Man kénnte auch die Gravitationskraft beniitzen, wobei
man auch Ablenkungsversuche machen kénnte. Denn die zur Beobachtung
der Brownschen Bewegung notwendigen Direktionskrafte sind so klein,
dafl mit verhaltnisméaBig kleinen Massen leicht Ablenkungswinkel von
20300 erreicht werden.

Es wurde die magnetische Methode probiert, indem man an das
System einen kleinen Magneten mit bekanntem magnetischen Moment
hing, den man in verschiedenen bekannten Feldern schwingen lieB. Soweit
die hierbei gemachten Beobachtungen von allgemeinem Interesse zu sein
scheinen, sollen sie im folgenden kurz mitgeteilt werden.

Es sei hier eine allgemeinere Betrachtung eingeschoben tber dic
Schwingung eines Systems, das zwei verschiedenen Direktionskraften
unterworfen ist, wobei die Nullage des Systems eine andere ist, je nachdem
nur die eine oder nur die andere Direktionskraft vorhanden ist. Die eine
Direktionskraft sei die des Quarzfadens, dessen Torsionsmoment pro-
portional dem Ausschlag ¢ ist; die andere sci eine solche, deren Dreh-
moment proportional sin ¢ ist. Wir beziehen die Gleichungen zunichst
auf die Nullage, die das System einnimmt, wenn nur die Direktionskraft
des Quarzfadens vorhanden ist, und fithren folgende Bezeichnungen ein
(Fig. 8):

D, Dircktionskraft des Quarz-
fadens,

D, die andere Direktionskraft
(im  magnetischen Falle
m H)Y,

p  der Winkel, den die beiden
Nullagen miteinander bilden,

Nullage des Fadens 1), ¢, der Winkel der resultieren-
12 den Nullage.

Fig. 8

Diese ist gegeben durch:
Dy g = Dysin{y — gy) -
Beim Ausschlag ¢ ist das Drehmoment:
Dygp — Dysin(y - ¢) .
Die Schwingungsgleichung des Systems bei ungedampfter Schwingung ist:

Dy Dy
¢+ ¢ [ sin(y —¢)=0.
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Transformieren wir auf die resultierende Nullage und setzen:

P=xtqes ¢=4%.
Dann folgt:
. D Dy .
1+ fl°'(;< + ) — T‘Sm -9 —x=0.
Fir kleine Ausschlige y gilt:

sin{(y — q) — z}=sin(y —qy) - ¢} 1 — sin® (y — ¢y)

D 1,2
== D—TA $o — % l/ 1L — [)(1)727 (/’02 ’

D, DE

Die Schwingungsdauer ergibt sich zu:

d. h. es ist

172 =4 n? - b =
D 4
D(l( 1+ 'I—)(IJE — ¢ )
Fir ¢y = 0, d. h. y = 0 folgt:
[
T =dn? — .
Dy + Dy

Die Schwingungsdauer ist also geiindert, wenn die beiden Direktionskrifte
verschiedene Nullpunkte haben. Um einfache Verhiltnisse zu erhalten, ist
es daher notig, ¥ = 0 zu machen.

Im magnetischen Falle ist

Dy =mH ,
wo m das magnetische Moment des Magneten, H die Intensitit des Feldes
bedeuten. Wir messen die Schwingungsdauer beim Felde H, und H,.
Fiir = 0 folgt dann:
H, Ty — H, T?
T2 — 1,2 )

Um aus diesem Ausdruck I’y mit befriedigender Genauigkeit ent-
nehmen zu kénnen, mufl, wie aus einer Fehlerbetrachtung von Differenzen
folgt, mH in der GréBenordnung von I liegen. Hier bietet nun das
magnetische Erdfeld eine prinzipielle Schwierigkeit. Die kleinsten magne-
tischen Momente, die hergestellt und gemessen werden konnten, gestatteten
héchstens so groBe Felder zu wihlen, die in der GroBSenordnung des Erd-
feldes liegen, um ein geniigend kleines m H zu erhalten. Man mufl daher
entweder das Erdfeld H, sehr genau messen, oder méglichst vollstindig
kompensieren. Wir kompensierten mit einem Kreisstrom das Erdfeld bis
auf ein Restfeld H*. Man erhalt also aus zwei Schwingungsbeobachtungen
in den Feldern (H, 4+ H*) und (H, + H¥)

H,7T2 - H,T?
T -T2

L —
Dy ==m

(7) Dy + mH* =m -

mH* mul} also < D, sein.
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Die kleinsten Magnete, die hergestellt wurden, waren e'wa 0,3 mm
lang, 0,1 mm breit und 0,02 mm dick, ihr magnetisches Moment m betrug
etwa 2-107° abs, Einh., also m H, = 4-107% abs. Einh. Kompensiert man
H, auf 1 Promille, so wird m H* = 4-10~? abs. Einh. Es ist also mdglich,
mit einem solchen Magneten eine Direktionskraft D2, == 4-10=7 abs. Einh.
auf 1 Proz. genau zu messen. Das mittlere Schwankungsquadrat eines
solchen Systems wire fiir 7 = 300° abs.

g? = 1,03-10-7 |
Bei 1 m Skalenabstand gibt dies:

Vﬁ_ =6,42-10"%2 cm ,

also immerhin mnoch gut beobachtbare, aber wenig genau meBbare
Schwankungen.
Messung von

m wurde folgendermaflen gemessen:

Nach der Gaussschen Methode wurde in der 1. Hauptlage mH, be-
stimmt. Der Ausschlag des Magnetometers (als Magnetnadel diente ein
Magnet von denselben Dimensionen wie der zu messende, um mit maéglichst
kleinen Abstinden arbeiten zu kénnen) wurde mit einer kleinen Normal-
spule von bekanntem magnetischen Moment (Lange 0,6412 cm) kom-
pensiert, um H, zu eliminieren. Die Vorversuche waren befriedigend
genau; Tab. 6 enthilt eine MeBreihe fiir m.

Tabelle 6
Abstand: Abstand:
Spule—-Magneto- Magnet—Magneto- m
meter in cm meter in cm
0,3046 6,29
0,3139 634 1 . ¢ .
5,994 0.3683 634 10~5 abs. Einh.
0,4320 6,28

Die Felder H, und H, wurden mit Hilfe einer Normalspule von rund
26 e Lange, 3,5 cm Durchmesser, 375 Windungen erzeugt und aus den
Dimensionen der Spule und der Stromstiarke berechnet.

Der Magnet befand sich in der Mittelebene der Spule, ungefahr
6—7 cm von der Liangsachse der Spule entfernt.

Nun schwankt aber im hiesigen Institut das Erdfeld selbst bei Nacht
betrachtlich, bei Nacht um etliche Promille, bei Tag sogar um einige Prozent,
so daB diese Methode die oben angegebene Genauigkeit nicht leisten kann.
Von dem Wunsche geleitet, vor allem auch noch kleinere Direktionskrafte
messen zu koénnen, gingen wir, um das magnetische Moment des Systems
noch mehr zu verkleinern, zu einem astatischen System aus zwei Magneten
von der erwihnten GréBenordnung iiber. Das Erdfeld wurde kompensiert.

s sei gleich auf einen Nachteil dieser Mcthode hingewiesen, der
darin besteht, daB nunmehr das magnetische Moment des Systems, das
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sich im wesentlichen aus der algebraischen Differenz (genauer der geo-
metrischen Differenz) der magnetischen Momente der einzelnen Magnete
zusammensetzt, nicht mehr genau meBbar ist.

Bet den Versuchen mit astatischen Systemen wurden nun zwei merk-
wiirdige Beobachtungen gemacht, die uns veranlaBten, etwas eingehender
das Verhalten astatischer Systeme zu studieren.

Die Versuchsanordnung war folgende (vgl. Fig. 9):

Das System befand sich in der Mittelebene der Spule so, daf der
Magnet m; mit der Spule in gleicher Héhe war und die Eatfernung r, (6 bis
7 cm) hatte; 7, kann dann aus r; und dem Abstand d der beiden Magnete
berechnet werden.

Die erste Beobachtung war folgende: Einerseits nahm das astatische
System im Erdfeld eine Stellung ein, die mit der Stellung des Systems
mit nur einem Magneten einen ziemlich groflen Winkel bildete. Stand
andererseits die Spule mit ihrer Léngsachse parallel dem Erdfeld, so drehte
sich das System mit wachsender Stromstirke bis zu einem bestimmten
Grenzwinkel, der ebenfalls ziemlich groB war, aus der Nullage heraus.
Umgekehrt muBte man, um bei einer bestimmten Stromstérke keinen
Ausschlag zu erhalten, die Spule um einen bestimmten Winkel gegen das
Erdfeld drehen.

Die zweite Erscheinung war, dafl bei kompensiertem Erdfeld keine
Stellung der Spule gefunden werden konnte, bei der das System bei jeder
Stromstirke in Ruhe blieb.

Und zwar war die Abhangig- g

keit der Lage des Systems von
der Stromstirke eine solche,
daB das System mit wachsen-
der Stromstirke sich zuerst
nach der einen Seite drehte,
bei einer bestimmten Strom-
stirke wieder umkehrte, wieder 3
durch die Nullage ging, umdann z
nach der anderen Seite zu wan-
dern bis zu einem bestimmten
Grenzwinkel (vgl. Tig. 10).

Fig. 10
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Die erste Erscheinung zeigt das ganz normale Verhalten eines
astatischen Systems, das dem Idealfall vélliger Astasie nur mit bestimmtber
Girenze nahekommt. Die Fehler eines astatischen Systems bestehen erstens
in der Tatsache 1, Z=m,, zweitens in dem Umstand, dal die Momente einen
kleinen Winkel ¢ miteinander bilden; letztere Tatsache ist besonders von
Bedentung.

Wir berechnen zuerst die Gleichgewichtslage eines solchen Systems
bei ausgeschaltetem Krdfeld und bei Vernachlassigung der Aufhingung
unter Wirkung der beiden parallelen Felder H' und H'' unserer Spule

(vgl. Fig. 11).
Der Winkel ¢ ist der
/‘/,(/7’“ Winkel, den m; mit der Feld-
richtung H' bzw. H'' Dbildet.
Ve Auf m, wirkt das Dreh-
- 1 moment: D =m, H' sin ¢, auf
My Dy=my H' sin(1804¢+0).
Gleichgewicht  herrscht  fiir
Iy + Dy =0. Daraus folgt
fir die Gleichgewichtslage ¢

ta myH'" sin §
o = - = JR ~,
+ikg N wm, H' — myH' cos ¢

\

Q,
_

- . K2
#1 Setzen wir 2 = qa,
’)ﬂl

Fig. 11 = b, so folgt:
ty = obsind
1 —ab-cosd
Im Falle eines homogenen Feldes (b == 1) und véllig gleicher Magnete
(a = 1) folgt:
b}

¢ = 90 - 5

d. h. das System stellt sich senkrecht zum homogenen Felde ein.

Fiir bestimmte Werte von a, b und § kann jeder Winkel zwischen
0 und 90° vorkommen.

Hat man nun dafiir Sorge getragen, dall Nullage des Fadens und
Nullage des Erdfeldes und Nullage des nach Kompensation des Erdfeldes
noch vorhandenen Restfeldes tbereinstimmt, so bleibt die zweite Xr-
scheinung unverstandlich.

Sind die eben erwithnten Bedingungen nicht erfiillt, so folgt, wie
man durch eine dhnliche Rechnung zeigen kann, zwar eine Abhangigkeit
der Gleichgewichtslage ¢ von der Stromstérke i, aber nur eine von fol-
gender Art:

tge = Pz

d. h. tg ¢ ist eine monotone Funktion von i.
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Die zweite Erscheinung findet ihre Erklarung durch die Annahme,
dafl die beiden Magnete des Systems durch die Felder H” und H” ver-
schieden magnetisiert werden.

Durch den Ansatz

my = myy (1 4 ¢, 7)
My = Moy (1 + €5 7)
erhilt man fiir tg ¢ cine Funktion von folgender Form:
o 12401+
Ay
die eine Abhingigkeit, wie sie in Fig. 10 gezeichnet ist, liefern kann.

Fiir diese Erklirung spricht auch noch folgende Beobachtung, die
hei sehr empfindlicher Aufhdngung gemacht wurde, wo selbst nach Kom-
pensation des FErdfeldes die Direktionskraft des Restfeldes mit der des
Fadens noch vergleichbar war: Hat man die Spule so gedreht, daB bei
bestimmter Stromstirke das System in der Nullage verblieb und schaltete
man dann aus, so drehte sich das System aus der Nullage heraus, um nach
einiger Zeit wieder zuriickzukehren. Durch die Felder H', H'' haben sich
die Konstanten des Systems geéindert, und zwar kann sich nur die Kon-
stante ¢ gedndert haben.

Alle diese Beobachtungen wurden bei empfindlicher Aufhangung
gemacht, wo mH (m ist hier das resultierende Moment des astatischen
Systems) fiir eine Messung von D noch zu groll war. Stehen mH und D
in geeignetem Verhiltnis zueinander, g0 treten diese Beobachtungen in
geringerem MaBe in Erscheinung. Die Anderung des (Gesamtmomentes
durch verschiedene Magnetisierung bleibt aber natiirlich bestehen. Die
Werte, die fiir Iy aus der Gleichung:

7 2 _ 5 /P2
Dy - omH* = J?_%_Z.j%gl_
folgten, streuten bis zu 12 Proz.

Es ist auch nach sonstigen Angaben uber die GroBe der Magneti-
sierungskonstanten ¢ eine Anderung des Gesamtmomentes bei den von
uns beniitzten Feldern bis zu 10 Proz. durchaus wahrscheinlich gemacht.

Die Tatsache, daff das Moment des astatischen Systems durch ver-
schiedene Magnetisierung der einzelnen Magnete sich sehr stark &ndert,
macht diese Methode unbrauchbar.

Ein Vergleich der GIl. (3) und (7) lafit einen grundsétzlichen Vorzug
der Gaussschen Methode vor der eben besprochenen erkennen. Wahrend
in GL (7) immer entweder das Feld H oder die dazugehoérige Schwingungs-
dauer T genau bekannt sein missen, darf in Gl (3) sowohl I, als auch T,
mit einem gréBleren Fehler behaftet sein. In Gl (7) wird das kleinere
Feld H, dadurch ungenau, daB die Schwankungen des Restfeldes sich
schon bemerkbar machen, wodurch natiirlich auch die Schwingungsdauer T}
ungenau wird. In Gl (3) wirken sich die Fehler, die durch unsymmetrisches
Ankitten entstehen, am meisten bei den kleinen Trigheitsmomenten aus;
das schadet aber nichts, da die ihnen zugeordnete Schwingungsdauer
auch nicht so genau bekannt zu sein braucht.
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Ferner ist die Beobachtung, daB die exakte Messung der Schwingungs-
dauer bei kleinen Amplituden sehr groBen Schwierigkeiten begegnet, ein
weiterer Grund, warum jede Methode von der Art, wie die im Anhang
behandelte, zur Messung kleiner Direktionskriifte versagen muf.

Zusammenfassung

Aus der Brownschen Bewegung einer Drehwaage wird
cine Messung der Loschmidtschen Zahl N;  durchgefihrt.
N1, bestimmt sich aus 9 Schwankungsaufnahmen von insgesamt
101 Stunden Beobhachtungsdauer zu 60.59-10%*2 4- 1 Proz.

Zur Messung der Direktionskraft des Quarzfadens (Grofen-
ordnung 109 abs. Einh.) wurde die Gausssche Methode mit
lirfolg angewandt. Fine magnetische Methode, bei der bei
gleichem Trigheitsmoment die Direktionskraft varitert wurde,
tihrte nicht zum Ziel.

Tirschiitterungen machen sich erst unterhalb 1 mm Druek
beinerkbar. Die Hauptfehlerquelle besteht im Auftreten
variabler Zusatzdirektionskrifte (Radiometerwirkungen, magne-
tisehe Direktionskraft); die Versuche berechtigen zur Hoffnung,
daf deren TinfluB noch weseatlich vermindert werden kann.

Hrn, Professor Dr. W. Gerlach bin ich fiir die Anregung
71t dieser Arbeit und sein stetes, forderndes Interesse zu tiefstem
Dank verpflichtet. Hrn. Professor Riichardt danke ich fiir
sein groBes Interesse withrend des Verlaufes der Untersuchungen.
Besonderer Dank gebiithrt Hrn. Privatdozent Dr. Schiitz, dem
ich viele wertvolle Besprechungen und Ratschlige verdanke.
Von den gebrauchten Hilfgmitteln stammt die Edelmannsche
Registriervorrichtung, die Hochvakuumpumpe, sowie das photo-
graphische Material von der Helmholtz- (tesellschaft, wofir auch
an dieser Stelle bestens gedankt sei.

Miinchen, Physikaliskehes Institut der Universitét.

(Eingegangen 27. Juni 1931)





