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Suites et séries, convergence uniforme
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1 Suites de Cauchy

Nous rappelons quun espace vectoriel E, sur R ou C, est dit normé s’il est muni d’une fonction
|- || : E — R, appelée norme, qui vérifie les propriétés suivantes pour tout z,y € E :

1z >0
2. [z =0=2z=0

3. [[Az|| = |Al[Jz|| pour A € R,C

4. |l 4yl < |lz| + |ly|| (inégalité triangulaire)

Rappelons également la définition d’une suite de Cauchy : Une suite w, d’éléments de E, espace
vectoriel normé, est dite de Cauchy (ou satisfaisant le critére de Cauchy) si

Ve >0 AN :Vn,n' > N ||luy — upl <e. (1)

1. Démontrez le théoreme suivant :
(a) Toute suite de Cauchy est bornée.

(b) Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergeant vers [ converge elle-méme vers

l.

2. Soit R[z] I'espace des polynomes a coefficients réels. On le munit de la norme

n
E ot
i=0

(a) Vérifiez que (2) est bien une norme.
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Org;g;!az! (2)

(b) On considere la suite (P,)nen avec P, = > 1 x—,: Montrez qu’il s’agit d’une suite de
Cauchy. Converge-t-elle dans R[z|? Que peut-on en conclure sur Rx]?

2 Convergence uniforme

1. Considérons la suite des fonctions fp(z) = > ), ”Z—T

(a) En considérant des quotients de termes successifs de la suite 77, montrez la convergence

absolue pour tout € C. La fonction limite s’appelle la fonction exponentielle e®.
(b) Montrer que le reste de la somme, 7, (z) = > 22 ”Ck—T, vérifie
jz[" 1

n! 1 _ Izl
n

rn ()] <

pour z fixé et n > |z|.



(c) La suite (fy)nen converge-t-elle uniformément sur Cr = {x € C||z| < R}, R€ R? Sur R?
Sur C?

2. Considérez les séries de fonctions Y72 | gr(z) pour les gi(z) suivantes. Convergent-elles ? Si oui,
simplement ou uniformément ? La limite, si elle existe, est-elle continue ?

(a)
(b)

(c)
ge(z) =2F, x€(0,1).

3. Montrez que Y > #2225 définit une fonction continue sur R.

3 Intégration

. . . 3/2 . . .
1. Soit la suite de fonctions fn(z) = {f, 5. Vers quoi converge cette suite pour un z donné?

La convergence est-elle uniforme sur R? Et sur [1,2] 7 En trouvant le maximum de f,(x) par
rapport & n pour un x > 0 donné, montrer que f,(z) < % pour z > 0. Calculer alors

lim,, o0 fol fn(x)dz. Comparer avec le calcul direct de fol fo(x)dx .

2. On considere la fonction :

fnl(z) =

o 2T < < 207l
0, ailleurs.

Montrer que f;, est dominée par une fonction simple, indépendante de n. Peut-on appliquer le
théoreme de convergence dominée a fol fn(x)dx?

4 Exercices maison
1. Soit f(x) = >0 _; 5 sinma, z € R.
(a) Montrer que lim f,(x) existe.
n—oo

(b) Est-ce que la convergence est uniforme ?

(c¢) Evaluer

2
/ lim f,(z)dx.
0

n—roo
2. Soit
3 1
2n x, 0<z<5-
_ 2 1 1 1
fa@)=3n? -2 (e - L), A<e<l
0, l<z<i

. 1. . 1
pour n € N et x € [0, 1]. Représenter f,(z) et calculer [; Jgn;ofn(x)dx et T}Lngo Jo fn(z)dz.



