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1. Pour résoudre ce type d’exercice on peut soit intégrer les équations de Cauchy-Riemann,
soit plus directement reconnaitre la fonction holomorphe f dont u est la partie réelle,
et en déduire v comme la partie imaginaire de f (cette méthode est correcte car une
fonction holomorphe de partie réelle constante est constante).

a) u(z,y) = 2* + 3z(1 — y?) = Re ((z +iy)* + 3(x + iy)), donc f(z) = 2* + 3z + i o
a € R est une constante arbitraire. On en déduit v(x,y) = —y> + 3yz? + 3y + a.
b) u(x,y) = cosycoshax = Re cosh(x+1y), f(z) = cosh z+ia, v(z,y) = sinh xsiny + a.

c)u(z,y) = e *[(1+x)cosy+ysiny] = Re e * ¥ +e "W (z+iy), f(2) = e *(1+2)+ia,
v(z,y) =e *[—(1+x)siny +ycosy| + a .

2.
a) f(2) = 777 aun pole simple en z = —i.
b) g(z) = 232:‘61 a deux poles simples en z = 4 et z = —4 (on vérifie facilement que le

numérateur ne s’annule pas en ces points).

c) h(z) = cotz = £2 est singuliere aux points ot sinz = 0. Cette équation s’écrit
e — e = (), soit €?** = 1, dont toutes les solutions dans le plan complexe sont z = mn
pour n € Z. En ces points ni le numérateur ni la dérivée du dénominateur s’annule, ce
sont donc des poles simples.

d) I(z) = 822 gt a priori singuliere aux points z = 7n pour n € Z ou le dénominateur

zsinz

s’annule. Toutefois z = 0 n’est qu'une singularité apparente, car lirré [(z) existe (et vaut
z—
0); les points z = wn pour n € Z \ {0} sont des poles simples.

3. On peut montrer plus généralement que si g(z) est holomorphe, f(z) = Zg(z) ne l'est
pas, car elle ne vérifie pas les équations de Cauchy-Riemann. En utilisant les notations
de lexercice 1, f = (0z)g + 209 = g # 0.



