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1 Séries de Taylor et de Laurent

oo
1. Démontrer la convergence uniforme de la série géométrique > 2% sur tout disque de
k=0
centre 0 et de rayon R < 1.

2. Soit une fonction f(z) holomorphe sur un domaine D et zy € D. Montrer que la fonction
f(2) peut étre représentée par une série entiere

f(z) =) an(z = z0)"

n=0

dans tout disque centré sur zy et contenu dans D, les coefficients de la série étant

1 f(y)
n = %f;y (y _ ZO)n—I—l dy

Indication : utiliser d’abord la formule intégrale de Cauchy, sur un chemin ~y bien choisi.
Développer ensuite le dénominateur en utilisant la série géometrique.

3. Soit f(z) une fonction holomorphe dans une couronne circulaire K de centre z, et de
rayons r et R, comme schématisé sur la figure :

< R >

Montrer que 'on peut représenter f(z) dans K par la série de Laurent

f(Z) = Z dﬂ(z - Zo)n )

n=—oo



dont les coefficients valent

1 f()
d“—z—mfmdy’

le chemin v étant le cercle de centre zy et de rayon r.
Indication : on commencera par utiliser la formule intégrale de Cauchy sur le chemin C
de la figure de droite, on utilisera ensuite la méme stratégie que pour le point précédent.

4. On appelle résidu d’une fonction en zy le coefficient d_; de sa série de Laurent en zj.
Donner le développement de Laurent autour de z = 0, son domaine de convergence, et
le résidu en z = 0, de la fonction

£(2) = (z* + 1) sin (1) |

z
2 Une utilisation de la formule de Cauchy
1. On consideére la fonction de la variable complexe z

ikz

, (1)

ou k est un réel positif. Sur quel domaine du plan complexe f(z) est-elle analytique ?

&=

2. Que vaut f,y dz f(z), avec v le chemin fermé défini sur la figure :

3. On décompose 7y en trois chemins. 7; est le segment de ’axe réel reliant —R a R, 7, le
demi-cercle de centre l'origine et de rayon R et 73 le cercle de centre i et de rayon e.
Justifier 'absence dans cette décomposition du chemin le long de ’axe imaginaire, et
exprimer fv dz f(z) en fonction des intégrales sur les chemins 7, 72 et 3, en précisant
I'orientation des contours.

4. Montrer que la contribution de 7, s’annule quand R — oo.

5. Expliciter la contribution de 73, et prendre la limite ¢ — 0 (on pourra utiliser le théoréme
de convergence dominée).

6. En déduire '
+o0 ezkx .
/_ dx m = Te . (2)

o0

Comment devrait-on adapter le calcul pour £ < 07



3 Calculs d’intégrales a I’aide du théoreme de Cauchy

1. Rappeler la valeur de fooo e *dz. En intégrant la fonction f (2) = ¢’ sur un chemin
approprié du plan complexe, calculer

/ cos(z?)dx et / sin(z?) dz .
0 0
2. En intégrant la fonction f(z) = €**/z dans le plan complexe, calculer

o
sin
dzx .
0 x

3. Calculer la transformée de Fourier de la gaussienne,

0 )
/ ezka: e~ dr ,
—o0

en utilisant U'intégrale de la fonction complexe e~ le long d’un rectangle de base [—R, R]
et de hauteur bien choisie.

4 Calculs d’intégrales a I’aide du théoreme des résidus

Calculer les intégrales suivantes en utilisant I'intégration dans le plan complexe :

< de
11:/0 T o (pourn € N, n>2)

*® coszx
I, = d
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o sin x
I = d
. /0 2@+ (1 —m2)a2 —n2)
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[7:/ dx (pourneN, n>=2 n>1+a>0)
0



5 Calculs de sommes de séries a ’aide du théoreme des

résidus
En utilisant la fonction f(2) = ————, montrer que
zsinmz
i (—n" _7714
— opt 720

6 Exercices maison

Calculer les intégrales suivantes :

xt 4+ b
J2:/ sin®"6df , neN

0
oo

le/ BT gr , b>0
0

g dx
s 1 xva?—1



